Estructuras de Datos y Algoritmos 11

. Ao 2026
Costos de Biisqueda en Arboles Binarios de Buisqueda

Introduccion

Ya hemos definido recursivamente un 4rbol binario de biisqueda y hemos planteado una manera de
deducir el esfuerzo medio de localizacidn exitosa a priori, usando para ello las funciones i, I y E. Ahora
analizaremos otras formas de hacerlo.

Tenemos una secuencia de IV elementos con los que armaremos un arbol binario de bisqueda y que-
remos calcular el esfuerzo medio de buscar en él exitosamente uno de esos N elementos. Ademads, por
simplicidad, vamos a suponer que una sucesién de /N valores del conjunto se puede ver como isomorfa
a una sucesion de los valoresde 1... N.

Vamos a obtener el esfuerzo medio a priori, y por ello estamos pensando en obtener el esfuerzo
medio sobre todos los elementos a buscar y también el medio respecto del drbol a construir. Por lo tanto,
el universo a promediar tiene N! x N datos (/V! secuencias y /N elementos a ser buscados).

Vamos a medir los costos en cantidad de celdas consultadas y asumiremos que cualquiera de las
secuencias de entrada es igualmente probable de ocurrir y que podemos buscar con éxito, con igual
probabilidad, cualquiera de los N elementos.

Si tenemos N elementos, consultamos la raiz (1 consulta) y la probabilidad de tener éxito en esa

primera consulta es — y no necesito hacer nada més (0 consultas adicionales). Pero con probabilidad

N-—-1 . .
g ! fracasaremos en esa primera pregunta y tendremos que seguir buscando. A su vez, la proba-

bilidad de tener que buscar en un determinado subdrbol esté relacionada con la cantidad de elementos
que éste contiene.

Entonces, en un drbol cuya raiz es el ¢ + 1-ésimo elemento (en la sucesién ordenada de los N
elementos) tendria el siguiente arbol:

si el elemento ¢ + 1 se encuentra como raiz, habrdn ¢ elementos en el subdrbol izquierdoy N — 1 — 3
elementos en el derecho, y la férmula en ese caso seria:

'Recordar que la suma de probabilidades sobre todo el espacio debe ser igual a 1.
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(N —1—14)

C(N); = 1+ (i 0+ %C’(i) +

~ C(N—l—i))

Pero, no conocemos realmente qué elemento es el que estd como raiz y por lo tanto debemos prome-

diar sobre todos los 7 posibles. Como son isoprobables la probabilidad de cada : es N Asi llegamos a
la siguiente férmula, que es la recurrencia inicial para obtener el esfuerzo medio a priori de localizacién
exitosa.

Formula recurrente inicial:

C(N) = %Z ( ' (N_]\}_i)C’(N—l—iD 1)
9 N—

= 1+ Z @)

ci1) =1 3)

Se puede observar en (1) que al desarrollar la sumatoria cada % C'(i) aparece dos veces; y por lo
tanto se llega a la ecuacion (2).

La dltima igualdad no es imprescindible, porque la recurrencia la reconstruye para N = 1; es decir
que si en (1) o en (2) reemplazo por el valor de NV = 1, obtengo 1 como resultado.

El desarrollo de esta férmula se puede realizar por uno de dos caminos posibles: en forma algebraica
o usando funciones generatrices.

Camino Algebraico

El primer cambio a realizar sobre la ecuacion (2) se debe a que como aparece a la derecha i C'(4),
entonces queremos lograr que a la izquierda aparezca N C'(NN). Entonces quedaria:

2N—l
NC(N) = N+ N;iC(i) 4)

y ahora por simplicidad de escritura rebautizamos N C(N) por D(N), y entonces obtenemos la si-
guiente ecuacion:

9 N-1 .
D(N) = N+ > D) (5)

=0

ahora conviene hacer desaparecer N — 1 y tener /N como limite superior de la sumatoria. Entonces,
usamos que:

DI(N+1) = (N+1)+———=> D(i) (6)
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en este punto, en cada una de las dos ecuaciones anteriores ((5) y (6)) eliminamos los denominadores

haciendo:
N—-1
ND(N) = N*+2> D(i)
=0 x
(N+1)D(N+1) = (N+1)*+2) D(i)
=0

podemos restar miembro a miembro las dos tltimas ecuaciones para eliminar las sumatorias y quedaria:

(N+1)D(N+1)—ND(N) = (N+1)2-N2+2D(N)

ahora resolviendo, despejamos D(N + 1) y nos queda:

(N+1)D(N+1) = (N+1)>-N?*+2D(N)+ N D(N)
= (N+1)?=N?4+ (N +2) D(N)
= N?24+2N+1-N%?4+(N+2)D(N)
= 2N +1+ (N +2)D(N)
N+2 2N +1

(N

Sabemos que C(1) = 1y que D(1) = 1 por ser busqueda exitosa. Pero queremos que la dltima
férmula hable de N y no de NV + 1, entonces bajo el V 4 1 obteniendo:
N +1 2N —1

D(N) = == DN -1)+ =%

)

Si reemplazamos en (8) (la dltima férmula) D(N — 1), dejando a D(N) ahora en funcién de
D(N — 2) y luego reemplazamos D(N — 2) en funcién de D(N — 3), tendriamos:

N+1, N 9N —3\ 2N -—1
D(N) = 7<7DN—2 )
(V) v w12 R N
N+1 N /N-1 IN—5\ N+12N—-3 2N-1
- D(N — )
N N—1<N—2 (N =3+~ N N_1' N
N+1 N N-1 N+1 N 2N-5 N+12N—-3 2N-1
_ N D(N —3) + ~& n T 9)

N N-1N-=-2 N N-1 N-2 N N-1 N

Por otra parte, si observamos el primer término de la ecuacién (9) podemos deducir la forma que
tendrd ese término cuando se alcance el D(1):

N+1 N N-1N-=-2 3
.2 D(1
N N-1N-2N-3 2 (1)

si simplificamos quedarian el mayor numerador y el menor denominador, es decir:

N +1

5 D(1) (10)
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Podemos simplificar las fracciones que aparecen en los términos de la dltima férmula, quedando:

N +1 N+12N-5 N+12N-3 2N -1

D(N) = ——D(N —
(N) N -2 ( 3)+N—1 N -2 N N—l+ N

1
ahora podemos multiplicar y dividir el dltimo término por N1 para que aparezcan términos similares:
N+1 N+12N-5 N+4+12N-3 2N -1 N+1

D(N) = ——D(N -
(N) N -2 ( 3)—i_N—l N—2+ N N—1+ N N+1

(11

Recapitulando, de (10) y (11), tenemos la siguiente ecuacion:

N+12N—1+N—|—12N—3+N+12N—5+ +N+15+N—i—134_]\74-1
N+1 N N N-1 N-1 N-=-2 4 3 3 2 2

D(N) =

Para ver mejor la férmula podemos reescribirla como:
N+13 N+15 N+12N-5 N+4+12N-3 N+12N-1 N+1

D(N) = 2 Sy
(V) 3 2jL 4 3 N—-1 N-2 N N-1 N+1 N + 2

2i—1)
ue
podemos sacar factor comin de ellos a (IV + 1), ademas si los abreviamos usando una sumatona Vemos

asi, nos podemos dar cuenta que en todos los términos, salvo el dltimo, el patrén es

que iria desde 2 a N. Entonces llegamos as{ a la férmula:

N .
D(N) = (N+1) (ZZ?Z;;)>+N;1 (13)
=2

Otra manera de encontrar la forma de los términos y resolver la sumatoria seria:

B (2N —-1) (2N -3) (2N —5) 3 (N+1)
bv) = (N+1)<(N+1)N NN - TNV -2 55t (8
S(N)
sacamos factor comuin (N + 1) y llamamos S(V) a la parte de la sumatoria que debemos resolver.
Ahora tenemos que resolver S(NN) en (14):
_ [(@N-1) (2N -3) (2N — 5) 3
SIN) = ((N+1)N N(N—1)+(N—1)(N—2)+ T3
N— 1

= N+2—j (N+1-1j)

si ahora llamamos en (15) k = (N — j) vemos que k tomaria los valores desde (N — 1) a 1, o lo que es
lo mismo desde 1 a (N — 1), asi tendriamos:

1
(2k +1)
SIN) = _%:1 kE+2)(k+1)

& @+ 6
- = (k+2)(k+1) (
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ahora podemos volver a renombrar la variable haciendo que i« = (k — 1) en (16), y redifiniendo los
limites para 7 vemos que irfan desde 2 a N, asi tenemos que:

N .
S(N) = 2; m (17)

ahora volviendo a D(N) y reemplazando en (14) la férmula de S(N), obtenida en (17), llegariamos a
la misma expresion que teniamos en (13):

N .
D(N) = (N+1) (Zi;;i)>+l\72+l (18)
=2

Podemos verificar la férmula obteniendo el resultado para los valores conocidos. Viendo los drboles,
tenemos que D(1) = 1y D(2) = 3; y reemplazando en la férmula anterior, para N = 1y N = 2,
obtenemos también que D(1) = 1y D(2) = 3.

Para continuar con el método algebraico podemos usar que una divisién de polinomios, en la que el
numerador es de menor orden que el denominador, se puede descomponer como suma de factores:

2i-1) _ a b
i+ 1) it ar

a(i+1)+bi  (a+b)i+a

iGi+1) i+ 1)

y resolviendo esta dltima ecuacién tenemos que:

at+b = 2
a = -1 (19)
= 3 (20)
Asi, reemplazando en (18) los coeficientes obtenidos en (19) y (20) y tendriamos:
-1 3 N +1
D(N) = (N 1( _ )
(V) (+);i+(i+1)+2
N N
-1 3 N+1
- ven(57 S )
(V+1) Z; i +i:2(¢+1) T
1 X
= WW+1)(3 Z;HZ ) 1)

=2

Ahora podemos observar que la primera sumatoria “casi” corresponde a la serie arménica H x y la
segunda “casi” corresponderia a la serie arménica Hy 1. A dichas series no se les conoce el resultado,
a pesar de no ser siempre divergentes, pero se conoce su aproximacion.

N g 1
Hy = ZgzlnN+7—|—O(N)

=1
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la constante v es la llamada constante de Euler y es v = 0,5772156649 . .. y ademéas a medida que N
crece el dltimo término es despreciable. Asi, normalmente usamos In /N como una aproximacion a Hpy.

Ahora reescribimos nuestra férmula (21) usando lo anterior:
1 1
DN) = (N+1)(5 = (Hy = 1) +3(Hy1 - 5 — 1)) (22)

Ahora podemos volver a reemplazar D(N ), por lo que era N C'(N), y luego resolver lo mas posible:

2
Q
2

I

N+1)(% — (Hy — 1) + 3(Hy1 —%—1))

Oy = SR (S - (- 1) 3~ 5 )
- W(;—HN—Fl-I—?)(HN-i-]Vil—;—l))
g3
)
o NElg 0V 3
= 2¥HN—3
~ Q(N;l) InN—3 (23)

ahora, para que el logaritmo de /N quede en base 2, hacemos transformacion de la base quedando:

C(N) ~ 2In2 (V+1)

log N — 3 (24)

C(N) ~ 1,38 (V+1)

log N — 3 (25)
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Como se puede observar, la ecuacion (23) obtenida aqui es igual a la obtenida en el apunte de
drboles Binarios Ordenados (ver ecuacién (43) del mencionado apunte).

Usando Funciones Generatrices
Primero a la ecuacion planteada en (2) se le puede hacer un cambio de variable F'(N) = N C(N).

F(N) 2

— = 1+N2;F(i) (26)
F1) =1 (27)
FO) = 0 (28)

Para poder eliminar la sumatoria debemos dejarla con coeficiente constante:

N-1
NF(N) = N?+2> F(i) (29)
i=0
la reescribimos para N — 1:
N-2
(N-DF(N-1) = (N-1?+2) F() (30)
i=0
la restamos miembro a miembro:
NF(N)—-(N-1)F(N—-1) = N?>—(N-1*+2F(N -1) (31)
NF(N) = (N+1)F(N—-1)+2N -1 (32)

Para acercarnos a la funcién generatriz lo multiplicamos por z¥ y lo sumamos desde 1 (para no tener
un argumento negativo en la F'()) hasta co. Finalmente pasamos la IV a ¢ mds habitual como subindice
y escribimos el argumento de F'() como subindice.

Y iR = Y (i+1)Fa2+ ) (2i-1)2 (33)
=1 =1 =1

La primera sumatoria se puede extender a 0 tanto por el factor 2 como por el valor de Fp. En las suma-
torias del segundo miembro saco una z y cambio la variable para empezar en 0.

NiFd = 2) (i+2)F2+2) (2i+1)7 (34)
1=0 =0 =0

En lo que sigue D sera el operador de derivada. Se consigue introducir los factores ¢ con el operador
1

(1—-2)

[e.e]
z D. Por otra parte Z 2t =
i=0

2DF(z) = z[zDF(z)+2F(z)]+ =2 2,2D1 — + 1 i . (35)
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Podemos suprimir un factor z comun a todos los términos

DF(2) = [2DF(z)+2F(2)] + | 22D . P . z]
(1-2)DF(z) = 2F(z)+ 1 322)2 + 1 i P
2 2z 1
DF(z) = =) F(z) + 1—27 " (1=2p
2 2z 1
DF(Z)—WF(Z) = (1_2)3—'_(1—2)2

(36)
(37)
(38)

(39)

Y esto que hemos obtenido es una ecuacién diferencial lineal. La manera de resolverlo es hallar primero

la solucién de la ecuacién homogénea, o sea, con término independiente nulo.

2

DF(:) - = ) = 0
DF(z) = (13/2) F2)
dl:ziz) = (1iz> F(z)
dinF(z) = dln(l—z)"?
mF(z) = ln(l_lz)2+K
F(z) = (1_[{2)2

La solucidn particular se obtiene suponiendo que la constante multiplicativa es una funcién

K(z
F(z) = 1 _(Z))z
DK(z 2K (z
brG) = 7 —(2'))2 § —(z))3
B 2 K(z) 2z 1
T U2 a2 taap

Igualando los segundos miembros y suprimiendo el término comun se tiene

DK(z) 2K (z) 2 K(z) 2z 1
(=22 (1=2P ~ (-2 (1-22 (=2P (-2
DK(z) 2z 1
1—2? ~ (-2  (1-2p
DK(z) = 12_ZZ +1
B 2
T o1—z
K(z) = —2In(1-2)—=z
 —2In(1 - 2) z
F(z) 1—22 (1-22

(Coémo sacar de aqui los coeficientes F,?

(40)

(41)

(42)
(43)
(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51

(52)
(53)
(54)
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1
Multiplicar por a ] es lo mismo que hace sumatorias parciales, o sea:
-z
1 0 0 7
LY es = Y (Yw) 2
i=0 j=0 k=0
Desarrollando segtin Mac Laurin se puede deducir:
2 3
z 0z z
—1In(1 — = -+ —+—=—+... 56
n(l-2) = {+5+5+ (56)
Las sumatorias parciales de estos coeficientes son H,,.
—In(1 -2 = ,
71(_ . ) > Hi (57)
i=0
Pero tenemos 1 — z con exponente 2, o sea, tenemos que volver a sumar.
—In(1—2) 1 & -
= H;2' 58
(1—2)2 1722 i (58)
=0
00 J
= > (Y )+ (59)
7=0 k=0
J j ok 1
D He = ) >3 (60)
k=0 k=0 i=1
ko L1
-y @
; i
=1
= (+1)H;—j (62)
a : ) engendra la sucesion 0,1, 1,1, . ... Su segunda suma engendra la sucesién 0,1,2,3, ..., con lo
-z
cual tenemos:
F, = 2(n+1)H,—2n—n (63)
N+1
Ny = 2t ; ) iy — 3 (64)
N+1
cN) ~ amn D g 65)
(N+1)
C(N) =~ 2In2 log N —3 (66)
(N+1)
C(N) ~ 1,38 N log N — 3 (67)

El camino que hemos seguido es mixto, empezamos con un trabajo algebraico y en cierto punto pasa-

mos a funciones generatrices. Podriamos haberlo hecho desde el comienzo convirtiendo (1) a funciones

generatrices.
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Como reconocemos que los dos términos de la sumatoria dan lo mismo arrancamos de (2). Para no
tener integrales, sacamos las N que dividen multiplicando todo por N2.

N-1
N?C(N) = N?+2) iC(i) (68)
=0

Un factor N se introduce con z D, el nlimero 1 con . Como la sumatoria llega hasta N — 1

1
(1-2)
es una funcién de N — 1 y no de NV por lo tanto sobra una z y se construye una sumatoria multiplicando

1

(1-2)

Aplicando todo esto tenemos:

por

z

2DzDC(z) = zDzD +2

T . ZZDC(Z) (69)

Conclusiones

Finalmente, cabe destacar que son resultados equivalentes:

= La férmula (65) obtenida usando funciones generatrices a partir de la férmula (2),
» La férmula (23) obtenida usando el camino algebraico y

» La férmula (43), del apunte de drboles Binarios Ordenados, obtenida usando las funciones ¢, I y
E y larelacidén existente entre esfuerzos de bisqueda exitosa y bisqueda que fracasa.
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